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WLASNOSCI I NIEKTÓRE ZASTOSOWANIA WRONSKIANÓW. 


PODAŁ 


S. DICKSTEIN. 


W historyi wyznaczników, pomiędzy matematykami, którym teorya ta 
juz to powstanie, juz to rozwój swój zawdziecza *), pomijano dotad nazwisko 
Hoene-Wroúskiego, lubo on jeszcze przed Cauchy'm?) używał w dzie- 
łach swoich wyrażeń wyznacznikowych, nazwanych przez siebie funkcyami 
schin, które stosował do wielu zagadnień analizy. Mimo dzieła Schweins'a5), 
zawierającego mnóstwo twierdzeń podanych przez Wrońskiego, mimo dzieła 
Montferriera *), streszczającego najważniejsze pomysły matematyczne 
naszego ziomka, uczeni o odkryciach Wrońskiego nie wiedzieli, i często 


1) Co do historyi wyznaczników patrz Baltzer „Theorie und Anwendung der De- 
terminanten*, Wydanie czwarte, Lipsk 1875.; Giinther: „Lehrbuch der Determinanten, 
Handbuch für Studirende*, Erlangen 1875; Władysław Trzaska (Kretkowski): ,Krétkis 
wiadomości o wyznacznikach*, (Przypisek do dzieła: „Zasady rachunku rözniezkowego“ 
W.Folkierskiego); M. A. Baraniecki „Teorya wyznaczników“ Paryż, 1879. 
Określenie funkcyj schin podane na str. 473 tego dzieła , jest niedokładnóm. 

2Cauchy’e g o rozprawa „Sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que. deux va- 
leurs égales etc.“ została przedstawioną Instytutowi w dniu 30 listopada 1812, gdy tymcza- 
sem W rońskiemu nie był obcym ten przedmiot w pracy przedstawionćj Instytutowi 
w roku 1810 a wydanćj w 1812 p. t. „Refutation de la theorie des fonctions analytiques de 
Lagrange“ gdzie znajdują się wzory zawierające funkcye schin. Podaję to na zasadzie twierdze- 
nia samego Wrońskiego w późniejszóm dziele: „Reforme absolue“ (Tom I str. 305, Tom 
II, CXXII), poprzednio bowiem wymienionej rozprawy nie mam. 

3) Schweins „Theorie der Differenzen und Differentiale, Heidelberg 1825. Dzieło 
to przepełnione jest wzorami i twierdzeniami W rońskiego. 


4) Montferrier. „Encyclopédie mathématique“, Paryż. W czterech tomach, bez 
daty. Wyszło 1856—1859. rm 
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bardzo odkrywali to, co na wiele lat przedtém wprowadził do nauki Wroński. 
Tak się też stało z funkeyami schin. Własności tych wyrażeń różniczkowych 
zbadali Christoffel'), Frobenius?), Pasch?) a ważne ich znaczenie w te- 
oryi równań różniczkowych wskazał Fuchs‘). Wroński jednak był pierw- 
szym, który te wyrażenia różniczkowe do matematyki wprowadził, niektóre 
ich własności określił i ważne zastosowania pokazał. Idąc więc za Muirem>) 
słusznie wyrażenia te, na cześć twórcy, nazwać należy wroúskianami. Zacho- 
wujemy tę nazwę, jakkolwiek brzmienie jéj niezupełnie zgadza się z duchem 
naszego języka. Matematycy niemieccy wrońskiany nazywają wprost „wy- 
znacznikami funkcyj* (Frobenius, Fuchs) lub wyznacznikami różniczko- 
wemi (T hom é). 5) 

W pracy niniejszéj zebralismy rozrzucone po dziennikach twierdzenia 
o wrońskianach i wskazaliśmy ważniejsze ich zastosowania. 


٠١ Określenie i znakowania. 


Wrońskianem n funkcyj Yı,Ys, . - Yn zmiennej v nazywamy wyznacz- 
nik postaci następującćj: 


ISS ا‎ a Ya Y) YY .. 94073, y 0D 
Wy... yn Ja” .. YE Hs 
YC YP ya EI O LEA TC) 
YE yg EAU AED Ya; Ya). . . ya), yn an 
K d Yk 
dzie: YO ==%. 
8 Jx da! 


Wyznacznik ten oznaczać będziemy przez : 
Ws (Yu, Yas- - - Yn) 9 


1) Christoffel: „Über die lineare Abhängigkeit von Functionen einer einzigen 
Veränderlichen“, Crelle, 55. 

2) Frobenius: „Über die Determinanten mehrerer Functionen einer انين‎ 
Crelle, 77. 

3) Pasch. „Note über die Determinanten, welche aus Functionen und deren Diffe- 
rentialen gebildet werden“. Crelle, 80. 

4) Fuchs. „Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veränderlichen 
Coefficienten*. Crelle, 66. N 

5) Muir. A treatise on the theory of determinants“. Londyn 1882, str. 224 — 227 
i 230—234. Porównaj także: Mansion. „Resumé du cours d’analyse infinitesimale*. Paryż 
1887, oraz E. West: ,Exposé des méthodes générales de Hoene-Wronski“. Paryz 1886. 

6, Thom é:, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen“, Crelle, 91. 

1) Muir, Lc. str. 224, 
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. Ya) 


Inne oznaczenia, również używane sa: 


J eżeli nie ma potrzeby a oznaczenia aans niezaleznéj, pisać 


a dis Ts da 
5 Nie dal * dat? 
y, Y dys PA ya 
17 de’ de? " dan |’ 
[no 0) Ya) . - - Yna-—ı)|, 


gdzie: 


D(yı,yı .- 


A Ux 
حر ل‎ Go 0 


- Yn) >) 


Wronski wyraz enia te oznaczal za pomoca litery hebrajskiej szyn. 


w ly 


1. Twierdzenie: 
W (nY, YI, - 


dy, dy, 


dami Ya 
der! 


de des": 


YY) =F W VY -- 


Dowód?). Wyznacznik. 
KZ 0, 0 
p =|y0, 1 0 
yO, ży”, U 


ye, ya, et KE 1 


2011121021317 przez wyznacznik : 


Win; Yas - 


1) Frobenius, lc. 


2) Według Frobeninsa. 


+ Ya) = = yo, 


RA cas 
Ws... 


Yis 


e (0-1), Ya 5 t 


) 


Własności wrońskianów funkcyj jednéj zmiennéj. 


soo 


. Yn—il 


Porówn. takze Hesse: 


٠ Yn) (1) 


و 5 > 


5 
5 


.0,0 


Ya, Yu 
1) , 


DA AA Ynt 


„Ueber die Criterien des 


Maximums und Minimums der einfachen Integrale“. Crelle 54 (rok 1857) str. 249, 
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łącząc wiersze pierwszego z kolumnami drugiego. Wiersz k* iloczynu będzie 
oczywiście składał się z następujących m elementów : 


AE pego O‏ در درم ج ور 


1 D, 


yy ay ao yo ER) ad ee ar E 


t. j. z elementöw: 
( JP, YoY) . . (yayo. 
szukany przeto iloczyn bedzie wyznacznikiem: 
[A Vr... Yay 
(AY, (® .... Yay 


(ny, ye. . Ynry)™ 


i VED, (Ya y. (Ya y Je | 
który oczywiscie jest rowny wronskianowi 
W (W Y YY,- - « Yn), 
co nalezalo dowiesé. *) 
Na podstawie tego twierdzenia dowodzą się z łatwością następujące 
własności: 


W (Y, YY, YY, - - YY) ee W (Oya ©, . . Ya) 


AD as CAEN Yo) = par W rl fu da, y JE de.. vle 


2. Do funkcyj 4, Ya, - . Ya Zastosujmy podstawienia liniowe: 

A + Gy % fee ees + ayn Zn‏ ويه حت رق 

Yq = dzy Sy Fin at... + dan Za 

ak ee in De + dm Zn; 
zakladajac, ze wyznacznik podstawienia 

Rszi+tdy 09... . Gm M 

jest różny od zeraiże مع . . . روه برع‎ Są funkcyami zmiennéj æ. Wskutek 
tego podstawienia, wrońskian W (Y,.Y3, . - - Yn) będzie równy wrońskianowi 
W (Zi, 23, . - . Zn) pomnożonemu przez wyznacznik podstawienia to jest: 

We Yn) RA Raye 52a) 


1) Skomplikowany dowód tego samego twierdzenia dal prof. Żmurko w I-ym to- 
mie „Pamiętnika Towarzystwa nauk ścisłych w Paryżu”, w artykule p. t.: „Dowód na twier- 
dzenie Hessego o wyznaczniku funkcyjnym.” Twierdzenie powyższe znajduje się u Ba- 
ranieckiego le. st. 495. 
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W samej rzeczy, z prawidła mnożenia wyznaczników i z powyższych ró- 
wnań liniowych, wynika bezpośrednio, że iloczyn wyznaczników : 


DAR 5 ager ae dra DUZY OE DU 
równa się wyznacznikowi W (yı, Ya, . - . yn). Jeżeli wyznacznik podstawienia 
liniowego równa się jedności (podstawienie unimodularne Sy lvestra), wroń- 
skian W(Y,,Y2, . . . Yn) nie zmienia wartości. 
3. Twierdzenie. 
d Y 1> Y A L Yo 
de Win, Ya. .Yn) = yo, yo, Re ys (3) 
ya, pe, toe yo) 
W, Ya yee ya 
Dowód. 1) Według znanego twierdzenia o różniczkowaniu wyznaczników, 
pochodna wyznacznika W (yı,Ys, . . . Ya) równać się będzie sumie » wyznacz- 


ników, które otrzymują się z danego, zastępując kolejno w wyznaczniku danym 
elementy wiersza pierwszego, drugiego i t. d. pochodnemi tych elementów. 
W uważanym przypadku wszystkie te wyznaczniki prócz n®° będą miały dwa 
wiersze identyczne, będą przeto tożsamościowo równemu zeru, wyznacznik zaś 
n7 będzie miał postać wskazaną na drugićj stronie powyższego wzoru. 

Jeżeli wą, Ws, . . . % Są minorami wyznacznika W(y,, Ya, . - - Yn), Odpo- 
wiadajązemi elementowi ostatniego wiersza, to: 


W (Y1, Yas +> Yn) zy” 201 + Y Wa = OWE + YA Wn, 
na zasadzie przeto wzoru (3) będzie : 


dW 1 
de ZHR w, ty" wa FF. : Ya” Wa 
ينه‎ = (—1) W L Va - Yury Ja - Ya) (4) 
Z powyzszego wynika, ze wyznacznik : 
Pie PY ERAT Yn 
YıP JAG Ya) 
yo geo, gio 
ا ل‎ ey 
dla m < n — 1 jest tożsamościowo zerem, dla m = n — 1 równa sie wroñ- 
skianowi W (yı, Ya, . . . Yn), dla m=m równa sie pochodnéj tego wrońskianu. 


1) Porówn. Baltzer, l. c. wyd. III-e str. 25; Inny dowóduZajączkowskie- 
go „Teorya Fuchs'a równań różniczkowych liniowych i jednorodnych”, Pamiętnik Akad. 
Um. w Krakowie, tom XIII. 
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4. Na zasadzie znanćj własności wyznaczników mają miejsce następu- 
jące równania: 
Ji W + % Wą |. - . "yn Wn حت‎ 0 
NO wm ty! w +... =0 


ya + ريع‎ Ooh. LC =00 
Aa Wwy + y, a + sone + Y “=D Wą = W. 
Kladac: í A 
Un |, 
FA 


możemy równania te napisać w formie następującej : 


Y At At... thn aS 
YN tm +... AM” =0 


y 0; 4 3 yla S 9 $ : E . Hd = 0 = 
iea + ےو‎ —0zz +... le Hai = 1! 
gdzie: 
zy = (—1) 48 WY, Yar» + . Yrs You > > Ya) (6) 
W (Yis Yo, -- « Yu) 

Wprowadzajac oznaczenie: 

8s, p EnO AOH O. oo ya zy, (7) 
możemy układ (5) przedstawić w postaci. 

LN و‎ W 2. Hart Sa 1051 (8) 


Rózniczkujac którekolwiek z równań (8), np. równanie s,,o=0, wzgle- 
dem «, otrzymujemy : 
d, 
da = Suban F Spa =0 


Dlap+1<n— 1, Supo =0, a więc êu =0 


” p+ 1=a—l, Stio=1,, a $„1 =— 1, W 
a zatem: 
Se 4 dla p< n—2 
git „n P= n—2 | 
Różniczkując drugi raz, E aes ١ 
ds, 
ar = 8442042 Sutra + Spa 


Dla p--2<n—1 będzie suyo =0, Sutin = 0, a więcś = 0 
p2=n=1 „ Snake, » Hl. 
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a zatem. 


s=] 0 dla p > 8م‎ 
7 u = n—3 


—Postepujac tym sposobem dalej, otrzymamy szereg równań: 


801 = 0, 8,1 = 0, 69: = 0. . . 8n—20=0, $n—21=(—1)! 
80,2 = 0, 41. = AE Ay al 83450) $n—32=(—1)? 
$03 = 0, $13 = EN ER Sn—43—=(—1)', 


Som—2=0, Sin—2 =(—1)— 


Son — 1 (=D 
Równania, stojące w pierwszéj kolumnie, a mianowicie: 
B= RY A 06% iio. 80, a-1=03 80, 2-1 کے‎ (8) 


stanowią układ następujący: 


21 و حل وق‎ »t-:-+a N= 0 
YO „ta Y+... Fa y= 0 


BEN O Dana Eka K T (5) 
YY Pay . . کرو ۴ے‎ 0 
aedy H کور 2 ۳ےج ا ...+ وين مارج‎ C 1 
analogiczny z układem (5). Wynika stad dla yx wartość następująca : 
— (q y al W (2,2 + + + Set, Zeh.» Zn) r 
L Na "y RA REN Zn) (6) 


Układ funkcyj 2,, 27, . . . مع‎ nazywa się układem dołączonym względem układu 
Jı, ¥2, ۰ - - Yn, 1 odwrotnie: 
5. Twierdzenie. 


W (Yi, Va; - - Ya) W (Z, ie. 20) = W (Yi, Ya) > - - Yu) (9) 
Dowód. *) Wyznacznik : 


Yrs Ya + + . و36‎ Yeti, ++ « Yn 
Win. | yh)... oF Da)... YGD 
owo... YN 
KEN. x I ate AS yo) 
pomnóżmy przez wyznacznik W (2441, 2442 . . . Zn), przedstawiony jako wy- 
znacznik n° stopnia: 


1) Według Frobeniusal. c. 
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TORS an 0 O SN AONTA 0 
BOA ERE T PE 0 
2, Zt, Too... Zn 
>(n—k—1) ak) p(n—k—1 F-1 
20-F-) 2G) goin E 


Na zasadzie twierdzenia o mnożeniu wyznaczników, przy uwzględnieniu 
wzoru (7), otrzymujemy iloczyn w postaci wyznacznika: 


YA he GE Yk 800. oh sui OO REET 
ye x, Sina ven Sk—1,0 + + + B n E 
yo C LM 840 Pai RA 
ye) Ea WY Ín—1,0 0 +. Śn—1, ES 


który, ze względu na wartości wyrażeń s, rozpada się na iloczyn dwóch wy- 
znaczników stopnia k: 


80.02 « Skin=k—1 


YE u. WETA |8n—1,0- + Sn=1m—k—1 
Drugi z tych wyznaczniköw na mocy wzorów (8) i (8'), sprowadza sie do poje- 
dyńczego iloczynu: 


(2 De (0—1) (n—k—1) 


równego jedności, otrzymujemy przeto ostatecznie : : 
Ws; Yo» - -Yn). Wi2r+s- - E WY, Yo. - a E) 
co nalezalo dowiesé. 
Kładąc w tym wzorze k = 0, mieć będziemy: Ñ 
177 Vas 4) Wi 4, A) de (10) 


Wzór ten wyraża, ze wrońskian układu dołączonego jest odwrotnością wroń- 
skianu układu danego. 
Niechaj 


m—1,08n—2,1 +» + « Sun 


NE O 
bedzie pewna przemiana szeregu liezb: 
1,2. A xa; 
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bedzie tedy na zasadzie wzoru (9) 
WY, Ya, - -< V) =E W(t, . . . Za). HP, Yo, - - - Yn) (12) 


gdzie s=--1 stosowne do tego, czy powyższe dwie przemiany należą do 
jednéj klasy czy do klas różnych. 


Kladac we wzorze (9) zamiast 2;41,. . . Zn ich wartości 


Wirth Wn 
WY, Y2 Yn) re | W (1.2, we Yn)’ 
i uwzgledniajac, ze na zasadzie wzoru (1): 
With Wn 1 
WI, اا‎ — — e is T 0 
(WG) WM] [Woy Pr. - <n), 


mieé bedziemy : 
iat. E W (wr, wires Wn) Wy, Ya... Yn), skąd 
E Ph, Yas- . . Hd = TW In < 7 

TOH . . - W) = HU Yo, - - YEWO, Ya, . - < Yn) (12) 

6. Twierdzenie. Jeżeli £ jest funkcya zmiennéj z, to: 

n (n—1) 
id 

We (ist 0) (E) Mi) 8) 
Dowód. Jeżeli zamiast zmiennéj z wprowadzamy zmienną ,م‎ to pocho- 


dne funkcyj y4, Yo, . . - Yn W wrońskianie należy zastąpić wyrażeniami na dru- 
gich stronach poniższych równań: 


dyr __ dyr (zz) 


da dt |da 


Py By (dt\? dys dr 
de — dt (da de da? 


dy Die [dee „dy, de dt | dy, dr 
de de (da ua dt? da da? dt da? 


da 


dei Yk__ dry, di\r—1 
dæi da" |da 
© ZEMUN DAE 


Łatwo zauważyć, że po wprowadzeniu tych wyrażeń, wyznacznik dany rozło- 
żyć się daje na sumę wyznaczników, z których wszystkie, prócz jednego, są 
tożsamościowo równemi zeru. W wyznaczniku nierównym zeru wszystkie 


1) Porówn. Muir l. c. str. 324. 
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elementy drugiego wiersza beda mialy czynnik wspólny wszystkie elementy 
2 
trzeciego wiersza czynnik (4 . i. t. d.; tym sposobem czynnik 


00 (H F 
de Mae 
będzie można wyłączyć i wyznacznik dany przyjmie postać: 
n(n—1) 
Gt Nea 
2) 5 Wr (Yi, Vas +» Yn) 


co należało dowieść. 
7. Twierdzenie: 


W (Yas Yor - - + Ym, Uma Yes ٠ < Yn) 
=W Ha War YmY mt), WY Yar Yn dieta) WY Jam Yo VL WY Yoon)" (14) 
Dowód !) Kładąc we wzorze (1): 
y WOY,- - . Yn) = WHY, YoY, - ٠ ٠ Yay) 
Y = 7 otrzymujeny po prawéj wrońskian 
wie. r) 
Y Y Y 


który na zasadzie wzoru (2) röwna sie: 
wl 2 FA 2 (Y A [Yn 
deNy P de\y,} | daly 


d (yey 1 Oy 7 N 
dall ga Ye — gry) = a W (Y, Ye) 
22 OR, 


Poniewaz: 


bedzie przeto: 


1 1 a + 1 
ye WAY Ya - - - Im zai) W ( My) WWW Ys)» Ws yn} \ 
1 1 
a stad: 


Wu + - Ya) an W $ Has), WOY) Wy) (15) 


Stosując wzór (15) don—1 funkeyj: W (y;,y2), W(Y,Y3) . . . H-a), 
mieé bedziemy: 


1) Według Frobeniusa. 
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Wi WOY), WC) --- WYJ 
UTA E | WUWO +s), Wys) | WEW 42), Ww.y)). WWO 42), WY, w) 


Lecz na zasadzie tegoż samego wzoru (15) będzie: 
Tirana : 
W Was Yas Ys) > WWW 9) Wo] 


an 
W (W Yo: Ya) = F W[W(Y, 2), LAWAN 
Yı (16) 


1 ` 2 
W (Yi, Yo, Yn) yak W(Y,,Y2),W(Y,Ym) ]; 


podstawiając przeto wartości wyciągnięte z tych równań dla: 


WUWO Y), Wys), < . - Wu), W(Y1Yn)) 
we wzór poprzedni, otrzymamy związek : 


W WG), Ws) -- WYJ 
„OO is 7 7 
= Tor wi Y Wes) NWA Ya): + Y | 


n—2 
=> w) Wu) W (V YY) - - - Wu) 0 


Po wprowadzeniu tego wyrazenia do wzoru (15), otrzymujemy zwiazek: 


1 7 
Was => Y | Wr) Wr Ya) - - - | 


Postepujac w ten sposób daléj, dojdziemy z łatwością do wzoru (13), któ- 
rego ogólność stwierdzić można, dowodząc, że jeżeli ma miejsce dla danćj 
wartości m, to musi być prawdziwym dla wartości m o jedność wiekszéj. 

Wzór (15) przedstawia jednę z najważniejszych własności wrońskianu. 


8. Twierdzenie. Niechaj będą dane funkcye zmiennej «: 


Yis Va; Ya... Yu—2, Yn—1, Yn. 
iden szereg pochodnych tych funkeyj i podzielmy kazda z nich przez po- 
ك3‎ 
chodną pierwszéj funkeyi, to jest przez y,®, oznaczmy iloraz 50 w 21562 Yea, 
otrzymamy tym sposobem szereg: 


l, Yous Yaar» > + Una, tyn 11 Yni 
Z tym szeregiem postąpmy tak samo jak z szeregiem funkcyj danych, t. j. 
weźmy pochodną każdćj z nich, podzielmy każdą z pochodnych przez pochodną 
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(1) 

funkcji y», to jest przez ye, oznaczmy iloraz 3 przez Yx2, otrzymamy 
2,1 

tym sposobem szereg: 


0, 1 J32۰ ° . Yn—2,2 Yn—1, 2 Yn,2 


Kolejne postepowanie w opisany wyzéj sposöb, doprowadza do nastepujacych 
szeregów funkcyj: 


M Ya Ya ° : « Yn—2, Yn-1 و‎ Yn> 
1, > Yor Ysa + Yas, Wal Yur, 
ON J32 « . + Yn—2,2.Yn—1,2, Yn, 
0 


0 0, da + + Yn—2,3, Yn—1,3,Yn,35 
AAA A aie a, 
DOLO bit 0, un 1 


Funkeye Yn, m wyrażają się w sposób następujący : 
WII YD. YUI 


2 MAY ROS) = 
m ==. WZ rs QT 
Dowód. *) W saméj rzeczy: 
ye 
Yna y5 
d [Y9 
17 ZI YY, — yy WDM) 
MET am PAIR WE) 
We a Wy) a egy) 
am de Way) de en 
we) zę YO) — (M AUE ia i 
RL z WM yy) — WH, PE S z Wye? yo) ١ 


ال 
WTI, WIP)‏ 


Stosując do ostatniego wyrażenia wzory (15), otrzymujemy: 


1) Inny dowód tego wzoru u Mansion'a (Rapport sur un mómoire de M. Ch. Lagran 
ge, 1884); nasz dowód opiera się na twierdzen u zasadniczém o wrońskianach. 
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Mu) 
Yna = WyPyp TON 
8 a Wypyżyg) a 11700799 
my de Wy yy) de WAPP) 


WE Dy VP) E L z MU) d WyPyPyo) - = Wyp ypy. (0) 


7 dan: 
WUN) EEE) — VL) * gz HAVA 
(ONIN), WYPyPy?) I 
WHR PPI), WHR) y 
Stosujac do ostatniego wyrazenia twierdzenie wyrazone wzorem (12), otrzy- 
mamy w liczniku: 

WYP y [WPF 
w mianowniku: 
WyPyPyPy). [WD]? 
- tak że: 
_ WUD) 
= Wy yy yy) 


Postępując w ten sposób dalej, dojdziemy z łatwością do wzoru (16). 


Yna 


Dia m=n— 1, 
WyByd..... yy) | 
RZA WOP" oy (18) 
LU o e DOBR 


Wzór (16) ma zastosowanie w teoryi rozwijania funkcyj według metod 
Hoene-Wrońskiego. 


9. Twierdzenie. Jeżeli funkcye V1, Yə, ... Yn zmiennćj æ są zależnemi 
od siebie w ten sposób, że pomiędzy niemi istnieje związek liniowy postaci: 
QI; + da Yz +. Sr dul = 0 (19) 


gdzie a, ,a,,. . . a, są ilościami stałemi, z których nie wszystkie są zerami, 
natenczas wrońskian tych funkcyj jest zerem; naodwrót, jeżeli 


WY: .. - Yn) SE 0, (20) 


to pomiędzy funkcyami بوكب[‎ ... yn istnieć musi związek liniowy postaci (17). 
Dowód. Okażemy najpr zód pierwszą część twierdzenia. Rózniczkujac 
związek (17) kolejno n—1 razy, otrzymujemy układ równań: 


http://rcin.org.pl 


LOL EAEI ES EE RER la Â 


14 S. DICKSTEIN. 


a Y + dy Ya +. Eta gi) =0 
a MO +a, Yo +... an Ya? =0 


ag DE . . L = 0‏ رق يه 
dn,‏ . . . و4 بيك Rugując z równania h) iz 2-1 równań tego układu z stałych‏ 
otrzymujemy związek (20), co należało dowieść.‏ 


Twierdzenie odwrotne okazać można w sposób następujący : 
Z równania (15) na zasadzie związku (18), otrzymujemy: 


W (W:9), My). Wnyn)) = 0 
t. j. że wrońskian »—1 funkcyj 


W (Y1Y2), Wns) - -Whi Yn) 


jest równy zeru. Jeżeli przeto założymy, że twierdzenie jest prawdziwém 
w przypadku »—1 funkcyj, to będziemy mogli napisać : 


WY) F -Fan W L, Hal =0‏ وه + W(Y;,,Y2)‏ وه 
są stalemi dowolnemi.‏ ,4 . . . ,و0 روه gdzie‏ 


Kladac za W (Y,,Y2), W (%1,3) . - . W (yy) ich wartości podane w nu- 
merze poprzedzającym, możemy związek powyższy napisać tak: 


Yo d [Yn 
Ni) + جيه‎ (y) .ل‎ tez D 
a całkując to równanie, otrzymujemy : 
Ya: Y Yn 
a .ال وها‎ . . T وه ساح‎ 
iy sf d SI 35 1 


gdzie —a, jest stała całkowania. Ostatni związek sprowadza się do postaci: 


E + حل ولؤوه‎ - -F nYa = 0 
t. j. do postaci (17). °) M 
Dowiedlismy zatém, że twierdzenie odwrotne, będąc prawdziwóm dla »—1 
funkcyj, musi być prawdziwém dla z funkcyj; ponieważ zaś prawdziwość jego 
2-ch funkcyj jest widoczną, jest ono zatém ogólnie prawdziwóm. 
Twierdzenie to ma ważne znaczenie w teoryi równań różniczkowych. 


1) Patrz inny dowód u Zajączkowskiego 1. e. str. 9. 


http://rcin.org.pl 


3 


M > 


O WROŃSKIANACH. 15 


lll. Wrońskiany funkcyj wielu zmiennych. ?) 


10. Bak ffa... . będą funkeyami m zmiennych niezależnych 
By, Ly . . . Zm i niechaj of; oznacza ilość określoną równaniem: 
0 0 On 
af: 0ح‎ A +1 125 e a + Im} >, (21) 
gdzie duda . - . Ym Są ilościami en niechaj A będzie: 
827, = 8 (Sfx), Ofr = 8 (87/7) it. d. (22) 
Wrońskianem funkcyj /1,/. - - /» względem zmiennych 24,44. . . Zn nazy- 
wać będziemy wyznacznik następującćj postaci: 
Í 15 / 2 E 1 بد‎ 
| Sp Hi 
A A MUZ a DAT O NER LO Be (23) 


04371, hd A Mabe E 
Or BL oe. . Or fm 
Z łatwością okazać można, ze do wrońskianu (23) stosują siętwierdzenia ustę- 


pu II-go, dowiedzione dla wrońskianu funkcyj jednéj zmiennćj. Twierdzenia te 
w przypadku obecnym wyrazić można za pomocą wzorów następujących: 


Jeżeli / jest funkcyą tychże samych zmiennych 24, La, . . . Zm, to: 
WEBER. „Pf ZI" W Uola. <f) (24) 
WCE Ah- -hA = PF Wh, Bf: . - - ofr) (25) 
fi fa LP BN HZ En 
f1, UA ryty . Sy 
GW Bas as fa) ran a yikes Sn VER CAM (26) 


BAN DE: i C 
PA, Po... O fn 


Jeżeli ,رب ... وم ررب‎ stanowią układ dołączony względem układu f,, fa .../» to: 


0086 Sie . fn). W (Qi Śri Z Pu) = W (ffs As Fx) (27) 


Jeżeli biti, drze . . . Pa جه‎ minorami wyznacznika W(/1,/3, . . -/n) odpo- 
wiadającemi funkcyom 941. - . Qu, to na zasadzie wzoru (12) 


W( Pips Pre g R bn) = W(A fa ER fr). [Wifi VEL YIN (28) 


) Pasch, Crelle l c. BAT 
BS 
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Wzorowi (14) dla funkeyi jednéjzmiennéj odpowiada wzór zupelnie ana- 
logiezny: 


W (ffa - - «fms fmpis fuga ٠ . . fn) 
=W Wh) Wat nf na) Wife fado LW fan (22) 
Wzór (17),zastosowany do przypadku niniejszego, przyjmie postać: 

_ WE, dfa, Oo. . - Ym-ı, Ffa) 
~ Ws O . . O m_1,0fm) (29) 
dla m=n» —1 otrzymujemy wzór analogiczny z wzorem (18), a mianowicie: 

en | 0 

Do funkeyi /,_„ dochodzi się z szeregu 
EA N 


przez kolejne wykonywanie działania Zr i dzielenie, podobnie jak to miało miej- 
sce w numerze 7-ym. 


Jeżeli między funkeyami / /, . . . /„ istnieje związek liniowy postaci: 
aifi Fafa +. . -F ann 20 


gdzie a,, .روه‎ . . an جه‎ ilościami stalemi, z których nie wszystkie są zerami, 
w takim razie: 


Im m 


FRA SEO 
i odwrotnie: jeżeli ostatni wrońskian jest zerem, to pomiędzy funkcyami 
fis fa» - + . fa zachodzić musi związek liniowy. Dowodzenie zupełnie analogiczne 
do dowodzenia w przypadku funkcyj jednéj zmiennej. 

Jeżeli wrońskian W(f, fa: . . fn) jest tożsamościowo zerem, to 
W(Ą + - «fm: fmti.. . fa) jest zerem; albo innemi słowy, jeżeli jedno z wy- 
rażeń: 

fis Wf), UIB fa) ERZE 
staje się zerem, to stają się zerami wszystkie następne. 
W samćj rzeczy, niechaj W(f,,fo, . . . fn) = 0 nie będzie! | zerem, 


a W (fila, - - « /m-1, fm) staje sie tożsamościowo zerem. Stosując wzór (27), 
mise będziemy: 


W (A fa + B fm ZA fn) [Wish RA lL aa 
WWA. م‎ EN 


Ponieważ według założenia funkcya W(f,.fo . . -/n-1,/m) na stronie dru- 
giéj ostatniego równania jest zerem, wiec ita strona jest tożsamościowo ze- 
rem; na stronie zaś pierwszćj czynnik drugi jest z założenia różny od zera, 
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musi więc być czynnik pierwszy t. j. 
W (REY tis» fm, fm ef de fn) 


byé tozsamogciowo zerem, co bylo do okazania. 


IV. Zastosowania. 


U 
11. Wronskiany, jak juz wspomnieliśmy, mają ważne znaczenie w teo- 
ryi równań różniczkowych. 
Niechaj będzie równanie różniczkowe n®° rzędu: 


dry ee a d*y 1 
yee مر ا‎ Pas JB TY (31) 
którego współczynniki p; ps . . . مم‎ sa funkeyami zmiennéj ©, jednoksztaltne- 


mi i ciaglemi wewnątrz pewnego pola T plaszezyzny x, za wyjątkiem skończo- 
néj ilosci punktów, w których funkeye te staja sie nieciaglemi. Fuchs do- 
wiódł, ze w otoczeniu jakiegokolwiek punktu نك‎ , który nie jest punktem oso- 
bliwym, istnieje funkcya y skończona, jednokształtna i ciągła wewnątrz 7, 
która czyni zadość równaniu (31) i taka, ze dla =z, funkcye: 
dy dy any 
I ada? * "das" 

przyjmuja wartosei dowolne. M 

„Jeżeli każdy z punktów osobliwych otoezymy kołem dowolnie malém, to 
pozostała część obszaru 7, którą nazwijmy 7’, jest powierzchnią wieloskładną, 
(według Riemanna), która za pomocą odpowiednich przekrojów. zamienić 
się daje na powierzchnią jednoskładną. Na téj ostatnićj otrzymamy funkcyą 
y zupełnie tak samo jak na obszarze 7; ale jeżeli zmienna z wychodzi z obsza- 
ru powierzchni jednoskladnéj, przecinając jeden lub kilka przekrojów, to po 
powrocie do wartości zmiennéj, z któréj wyszliśmy, otrzymujemy dla funkcyi 
y i jéj pochodnych wartości różne od początkowych. Te znów wartości uwa- 
zane za początkowe, wyznaczają nową funkcyą wewnątrz powierzchni jedno- 
skladnéj, czyniącą zadość równaniu danemu (31). Tym sposobem z jednéj 
funkeyi otrzymać można nieskończenie -wiele nowych funkcyj ciągłych i je- 
dnokształtnych, wewnątrz pola otrzymanego za pomocą przekrojów z po- 
wierzchni T’ i czyniących zadość równaniu różniczkowemu danemu. 


8 n—1 
Dajmy na to, Ze funkeyom y, > REY E nadajemy w punkcie 2, ob- 


szaru T m różnych układów wartości, otrzymujemy tedy ^ calek szczególnych 

“Yis Yo ٠ « «Yn. Całki te wybieramy, co jest mozliwém, tak, aby ich wronskian 
Hun, Yos. - - Yn) był różny od zera dla a = .يه‎ Taki układ calek nazywa 
Fuchs układem zasadniczym, a funkcye Y. Ya, . . . yn — jego elementami, 
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Twierdzenie. Wrońskian układu zasadniczego dla caléj powierzchni 7” 
jest skończony i różny od zera. 
W samćj rzeczy, jeżeli w wyrażeniu pochodnéj wrońskianu, to jest w wy- 
znaczniku 
Y Ya... Yn 


(1) (1) (1) 
Y; Ją AER Ya 
Wo = 
OTD ار‎ o TEA 2ر‎ 
Y n) ya TE ve ) 


w miejsce elementów ostatniego wiersza podstawimy ich wartości wycia- 
gnięte z równania (31) t. j. 
IOMA ROR عاد‎ A Pd 
KZZNĘŻ CZ R 


a następnie wyznacznik WW rozłożymy na sumę wyznaczników, to z łatwo- 
ścią otrzymamy: 
WO =p JU 
Całkując to równanie, mieć będziemy. 
W= Wes” (32) 
gdzie W, przedstawia wartość wrońskianu W w punkcie 2,; ponieważ ta war- 


J p, de 


tość jest z założenia różną od zera, ponieważ czynnik e tylko dla punk- 
tów osobliwych mógłby być zerem, a więc istotnie wewnątrz obszaru 7” funk- 
cya W musi być skończoną i różną od zera, co było do okazania. 
Układ zasadniczy całek otrzymać można w sposób następujący: 
Niechaj y, będzie całką szczególną równania (31); połóżmy 
y=Y Sz de, 
to funkeya z czyni zadość równaniu rózniczkowemu 2—1:8* rzędu. 


RE MOS لاس‎ AŻ GR) 


da N Te dar? 
w ktörem, jak to sprawdzié mozna '), 
yp 
Q= Ei 4 
ł (34) 
Me ZL A i A HA 


Niech z, będzie całka szczególna równania (33), to 
J = J ft dz 


4) Porów. Zajączkowski 1. e. str. 13 
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będzie drugą całką szczególną równania (31). Polözmy w rownaniu (33) 


Z = 2, Puan, 
to funkeya u czynić będzie zadość równaniu różniczkowemu rzędu n—2*?: 
du du dtu 
qe 1 get +l, EEE + fas (35) 


którego współczynniki 7;, r,,. . . dają się wyznaczyć ze współczynników ró- 
wnania (33) za pomocą wzorów analogicznych do wzorów (34). Niechaj w, be- 
dzie całką szczególną równania (35), to 
Za = 4 Su, de 
będzie drugą całką szczególną równania (33), a 
Ys = رلا‎ J zde fulda 

trzecią całką szczególną równania (31). Postepujac w ten sposób dalej, doj- 
dziemy ostatecznie do równania różniczkowego rzędu pierwszego 

ARTE 

di =" 
i otrzymamy m całek szczególnych równania (31). Aby dowieść, że calki te 
stanowią układ zasadniczy, t. j. że wrońskian ich nie jest zerem, dość wyka- 
zać, że nie może pomiędzy niemi zachodzić związek liniowy o współczynni- 
kach stałych. Jezeliby zachodził taki związek: 


Av + Coy, Sade + czy, نه رتل‎ fusdz-... + my fa daS uda ... ipar =0 


to dzieląc obie strony przez y,. różniczkując, dzieląc następnie przez 7ı, ró- 
żniczkując i t. d., otrzymalibyśmy szereg równań: 


+e, f ada +e, S adr fu da |. . .--enfzydzfuydw. . . fwydz=0 


Cy -Fozfu;dz-. i + nfude... fwdz=0 
W WZ RZEC, Hen LS wy da = 0 
UV 


stad wynikloby, ze 
Cpe Carpe eee 


Twierdzenie. Wrońskian układu zasadniczego całek równania (31) daje 
się wyrazić przez całki y,, 2,,41,. . w, przy pomocy następującego wzoru: 


W=Cyremands. kiri (36) 


gdzie C jest ilością stalą. 
') Porówn. Zajączkowski le. str. 14. 
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W saméj rzeczy, jezeli wroúskian ukladu zasadniczego calek równania 
(33) oznaczymy przez W,, to na zasadzie wzoru (32) będzie. 


Mi = W git 


gdzie A, jest ilością stałą. Z pierwszego z równań (32) mamy: 


wstawiając tę wartość we wzór poprzedni, otrzymujemy : 
Waa Cy W 
gdzie C, jest ilością stałą. 


Jeżeli W, jest wrońskianem układu zasadniczego całek równania (35) 
to w podobny sposób okazać można, że 


W, = 4, ZO, — Gy? 2-0 
gdzie 4, i C, sa stalemi. 


Postepujac w ten sposób daléj, dojdziemy do równania rózniczkowego 
rzędu pierwszego, którego całką szczególną jest w,; będzie tedy 


N — 4" —(u— —(n= 
EHEN W 


skąd otrzymujemy dla W wartość zgodną z wzorem (36) 
Wzór (36) ma zastosowanie w rachunku waryacyjnym. ') 


12. Niechaj Yyy; - . . Yn oznaczają funkeye zmiennćj x,ciagle i skoń- 
czone wraz z pochodnemi od rzędu 1-9 do %—1-59 włącznie, wewnątrz pewnego 
obszaru, i niechaj funkcya y będzie związaną z funkcyami yy, Yo, . - . yu ZWiaz- 
kiem postaci: 


Y= dh tF la Yo +... nla (37) 
który ma miejsce dla wszystkich wartości zmiennéj æ wewnątrz uważanego 
obszaru i w którym 4, 4, . . . 4, są wspölezynnikami od v niezależnemi. 

Jeżeli damy sobie wartości funkcyj y, Y, . . . ,رن‎ i ich pochodnych od 1: 
do n—1 dla pewnéj wartości zmiennéj wewnątrz uważanego obszaru np. dla 
,ينه حدم‎ to można będzie wyznaczyć współczynniki a,, a... . 4, W sposób na- 
stępujący : 

Oznaczmy przez 9,7... wartości funkcyi y i jćj pochodnych 
dla =a, a przez N, Ye. . . qu" wartości funkcyi y, i jćj pochodnych 
(k=1,2...n) dla =x,. Różniczkujemy równanie (37) n—1 razy wzglę- 
x, iw otrzymanych równaniach połóżmy 2=2,, otrzymamy tedy szereg 
równań: 


1) Hesse. Crelle, 54. 
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ed C +H % OLA ds Ms 
9 رمح‎ 1 a ° +... m 
Pam +e WD +--+ مه‎ m (38) 


e =a DF af FE... an 


: Z n równań (38), w założeniu, że wielkości my, Y. . . q nie są liniowo 
 zaleznemi, t. j. że wrońskian W (f, Ma . - - Na) jest różnym od zera, otrzyma- 
` my wyrażenia dla współczynników a,, يه‎ . . . 2, w formie nastepujacej: 


a: (isos: << mat, Nm mya « - - Nn) 
Wise As CE 


55 (39) 


* Wzór (39) daje możność przedstawienia funkeyi y za pomocą n funkeyj 
Vi .بوك‎ . -Yn dla wszystkich wartości obszaru, wewnątrz którego uważane 
funkcye wraz ze swemi pochodnemi od pierwszéj do (n—1)* włącznie są 
ciągłemi i i skończonemi. 
/ Przejście od wzoru (37) do przy padku, w któr ym szereg funkeyj Y1.% - 


a warunköw zhobzności rozwinięcia i szczególnych jego przy padków 
— stanowić będzie przedmiot oddzielnéj pracy o prawie najwyższem Hoene- 
Ww rońskie go, do wał właśnie pr owadzi rozważanie rozwinięć nie- 


—— . 


poż) WIO AKADE DORY RPA a u A - | 
"Taan Mensypoxo, Bapınana 1 uis 1888 r. W drukarni Jözefa Sikorskiego, Wareeka 14. 
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